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 الملخص:
قمنا في هذا البحث بعرض مفاهيم أساسية للمعادلة التفاضلية من حيث الرتبة       

والدرجة والتصنيف، والتعرف على الحل العام والخاص لهذه المعادلات، فوضحنا المعادلة 
التفاضلية الخطية، ثم تطرقنا إلى المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة وغير المتجانسة، 

 خدام فصل المتغيرات، تغيير الثوابت والعامل التكاملي، كما قمنا بتطبيقوطرق حلولها باست
برنامج رياضي لحل المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة وغير المتجانسة من الرتبة 

ي قانون فواستخدامها في الخصائص الفيزيائية المتمثلة  تمنحنياالأولى، وتمثيلها في 
ل وقوانين الحركة )النظام الميكانيكي(، ومناقشتها على شك نيوتن للتبريد )النظام الحراري(

 منحنيات تدرس العلاقة بين درجة الحرارة  والزمن. 
المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة وغير المتجانسة، درجة  :الكلمات الافتتاحية

 الحرارة، الزمن.
 

Abstract:  

      In this research, we presented basic concepts of the differential 

equation in terms of rank, degree and classification, and to identify 

the general and specific solutions of these equations, we defined the 

linear differential equation, we touched on the homogeneous and 

heterogeneous linear differential equation, and the methods of its 

solutions using the separation of variables, changing the constants 

and the integrative factor, and we are applying  

a mathematical program to solve homogeneous and inhomogeneous 

linear differential equations of the first order, represent them as 

mathematical models and use them in the physical properties 

represented in Newton’s law of cooling (thermal system) and laws 

of motion (mechanical system), and discussion in the form of curves 
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studying the relationship between time (t) temperature and degree 

(T). 

Key word: Homogeneous and inhomogeneous linear differential 

equations, Temperature, Time. 

 

 : المقدمة
فهي ة، فة كافالتي تمثل العلوم والمعر  كبيرة في تطبيقاتها لمعادلات التفاضلية أهميهل      
الكيمياء ندسة التحليلية و مثل الفيزياء واله ،والعلوم الأخرى صل بين الرياضيات حلقة و 
حيث نجد العديد من المسائل في العلوم الفيزيائية  تصاغ  رياضيا على شكل  وغيرها،

 لتفاضليةالمعادلات ا كان لابد من تصنيف دلات تفاضلية، ولفهم هذا النوع من المسائلمعا
ة ذات الشروط عادلات التفاضلية الخطي، فالم[1] خطية متجانسة وغير متجانسة إلى

ديد والذي يتم بناؤه لمعرفة وتح، الابتدائية المعطاة من ابرز عناوين التمثيل الرياضي
وذج بناء وتشكيل النم نا، إذلك مصادر المعلومات المتعلقة بهالظواهر العلمية بما في 

لمعادلات ات والدوال واالرياضية مثل الثوابت والمتغير  الأفكارالرياضي والذي يتكون من 
 داءأالتفاضلية يتم بتحديد قيم هذه المتغيرات الداخلية التي تحكم  أوالرياضية الجبرية 

ة التي العلاقات الرياضي إيجادووضع الاقتراحات التي تحكم هذه المتغيرات ثم ، العملية
 ،تكامليةلا معادلاتال ،مثل المعادلات التفاضلية أشكال خذأتعلاقات هذه ال ،تربط بينها

وبحل هذا النوع نحصل على تصور واضح لخواص وطبيعة  ا،تجريبية وغيرهالقوانين ال
ستقل متغيرين احدهما مهي علاقة بين دالة ومشتقاتها )[، فالمعادلة التفاضلية 2] العملية

ة ى متغير واحد ومعادلولها نوعان هما معادلة تفاضلية عادية وتعتمد عل ،والأخر تابع(
مشتقة  علىأ هي ر، ورتبة المعادلة التفاضلية تغية تعتمد على أكثر من مئيجز  تفاضلية

 نأبشرط  ،مشتقة في المعادلة  أعلى( أس) درجتها فهي درجة أما ،تظهر في المعادلة
ومن أهم  صورها المعادلات التفاضلية من  خالية من الأسس الكسرية،تكون المعادلة 

 تي من أشكالها:وال  [،1، 8]الرتبة والدرجة الأولى
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)                                                                      (1)  

 𝑀 ( 𝑥 , 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁 (𝑥 , 𝑦 )𝑑𝑦 = 0                                                (2)    
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الحل العام وهو مجموعة كل الحلول الممكنة  :عادلة التفاضلية نوعان من الحلول همامولل  
ويحتوي على ثوابت التكامل، أما النوع الثاني فهو الحل الخاص للمعادلة التفاضلية 

[، فالشكل العام للمعادلات  1،5]ونحصل عليه بمعرفة المتغير المستقل والمتغير التابع 
 التفاضلية الخطية من الرتبة الأولى هي:

 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥 , 𝑦)                                                                  (3)  

𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥                                                                   (4)                                  
𝑦 ( 𝑥 )  مشتقة  الدالة  𝑓 ( 𝑥 ) والمطلوب إيجاد دالتها الأصلية   حيث.             

 طرق حل المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى: -1
ابسط المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة الأولى  من (4) (،3)المعادلتين       

 ويمكن حلها كتالي:
𝑦 =   ∫ 𝑓 ( 𝑥 )𝑑𝑥 + 𝑐  

 :صورها ومن أهم
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+  𝑃 ( 𝑥 )𝑦 = 𝑄 (𝑥 )                                                         (5)   

, 𝑃   دالتان وتسمى خطية في       𝑄  حيث   𝑦 في𝑥 ،𝑄 (𝑥 ) = تسمى  فاذا  كانت 0
𝑄 (𝑥 ) معادلة خطية مجانسة، ≠ فتسمى معادلة خطية غير    اما  اذا كانت  0

  [6].متجانسة
 ويكون حل المعادلة الخطية المتجانسة باستخدام طريقة فصل المتغيرات كتالي:      

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+  𝑃 ( 𝑥 )𝑦 = 0  

𝑑 𝑦

𝑦
  +   𝑃 ( 𝑥 )𝑑𝑥 = 0  

𝑑 𝑦

𝑦
 =  −  𝑃 ( 𝑥 )𝑑𝑥  

𝑙𝑛 𝑦 =  − ∫ 𝑃 ( 𝑥 )𝑑𝑥   +  𝑙𝑛 𝑐 
𝑙𝑛 𝑦 −  𝑙𝑛 𝑐   =  − ∫ 𝑃 ( 𝑥 )𝑑𝑥  

𝑙𝑛
𝑦

𝑐
  =  − ∫ 𝑃 ( 𝑥 )𝑑𝑥  

𝑦

𝑐
 =   𝑒− ∫ 𝑃 (𝑥 )𝑑𝑥   

𝑦 = 𝑐 𝑒− ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥                                                                (6)  
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المعادلة الخطية غير المتجانسة  أما ،المتجانسةالحل العام للمعادلة ( 6المعادلة )وتمثل   
في الحل العام   𝑐أما عن طريق تغيير الثوابت، ويتم فيه وضع الثابت الحل إيجادفيمكن 

 𝑥  [3،7 .]( كدالة في 6للمعادلة المتجانسة )
𝑦 = 𝑐(𝑥)𝑒− ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥                                                     (7)   

( نحصل 7وبتفاضل ) ( الحل العام للمعادلة الخطية غير المتجانسة7المعادلة )ل وتمث
 على:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  

𝑑𝑐

𝑑𝑥
 𝑒− ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 − 𝑐(𝑥)𝑃(𝑥)𝑒− ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥                               (8)  

  أن نجد( 5)في المعادلة  (8) ،(7)نعوض من 
 𝑑𝑐

𝑑𝑥
  𝑒 –∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 −  𝑐 ( 𝑥 ) 𝑃 (𝑥)𝑒− ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 +

   𝑐 ( 𝑥 ) 𝑃 (𝑥)𝑒− ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑄 ( 𝑥 ) 
𝑑𝑐

𝑑𝑥
  𝑒 –∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥  =   𝑄 ( 𝑥 )   
𝑑𝑐

𝑑𝑥
= 𝑄 (𝑥 )𝑒 ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥  

 أن  أي
𝑐 (𝑥 ) =  ∫ 𝑄 (𝑥 ) 𝑒 ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥  𝑑𝑥 + 𝑐  

  (6) في𝑐( 𝑥 )  بالتعويض عن 
𝑦 =  𝑒− ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥[∫ 𝑄 (𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 𝑑𝑥 +

𝑐 ]                                            (9)  
عبارة عن مجموع حلين  وهو( الحل العام للمعادلة الخطية غير المتجانسة 9وتمثل )
 :( أي أن8الحل الخاص )والأخر  (6)الحل العام  أحدهما

𝑦 =  𝑦𝑛 +  𝑦𝑝   
أما الطريقة الأخرى لحل المعادلة الخطية غير المتجانسة هي العامل التكاملي، ويتم فيها 

 :( على الصور5كتابة المعادلة )
[𝑃 (𝑥 )𝑦 − 𝑄 (𝑥)]𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 = 0                                                   (10)                     

 وبالتالي يكون العامل التكاملي هو 
μ =  𝑒 ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥  

  :أن( في العامل التكاملي نجد 5المعادلة ) وبضرب طرفي
𝜇 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝜇  𝑝 ( 𝑥 )𝑦 =  𝜇 𝑄 (𝑥 )                                                   (11)                          
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لمعادلة وبالتالي نستطيع كتابة ا ،لهذه المعادلة تفاضل تام الأيسرالطرف  أنومن الواضح 
 على الصورة  الأخيرة

𝑑 (𝜇 𝑦) =  𝜇 𝑄(𝑥)   
 .(5) غير المتجانسةعادلة الخطية وبتكامل الطرفين نحصل على الحل العام للم

 
𝜇 𝑦 =  ∫ 𝜇 𝑄(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑐, μ =  𝑒 ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥                                      (12)                            

  ثابت اختياري. 𝑐حيث 
   4 ].،[8يمكن تطبيق هذه المعادلات على القوانين الفيزيائية       

 تطبيقات المعادلات التفاضلية في الخصائص الفيزيائية: -2
بعض المعادلات الخطية للانتقال الحراري، حيث تشمل معادلات الانتقال هناك       

الحراري بالحمل والإشعاع على دالات غير خطية لدرجة الحرارة التي تجعل حل مسائل 
الانتقال الحراري صعبا، لنأخذ بعين الاعتبار الحرارة المتنقلة من السطح الماص إلى 

ة، ففي حالة الاتزان فان الانتقال الكلي من المحيط في لوح مستوي مزجج بزجاجة واحد
اللوح إلى الزجاجة يجب أن يساوي الانتقال من الزجاجة إلى المحيط، لذلك نستطيع أن 
نستخدم عدة معادلات في العديد من التطبيقات الفيزيائية للإشعاع الحراري والمعادلة 

 التالية يمكن استخدامها في التطبيقات. 
 ، فان [9]دلات تتغير ببطء مع درجة الحرارة بفرض أن المعا      

 
𝐽 =  ℎ∞(𝑇𝑔 −  𝑇𝑎) +  ℎ∞

𝑟  (𝑇𝑔 −  𝑇𝑠𝑘𝑦) 
 

 درجة حرارة السماء، 𝑇𝑠𝑘𝑦 درجة حرارة المحيط،𝑇𝑎  ، درجة حرارة الزجاجة 𝑇𝑔 حيث
ℎ∞ ،معامل الحمل الحراري ℎ∞

𝑟  الإشعاع الحراري.معامل 
 درجة الحرارة – أ

على أن "معدل التغير الزمني لدرجة حرارة جسم يتناسب  ينص قانون نيوتن للتبريد
 ويمكن صياغة قانون  طرديا مع الفرق في درجتي حرارة الجسم والوسط المحيط به".

 11]. ،[9نيوتن للتبريد كالتالي 
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𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑇(𝑡) − 𝑇𝐴)                                        (13) 

𝑇A  درجة ، بالنسبة لزمنمعدل تغير درجه الحرارة     
𝑑𝑇 

𝑑𝑡
ثابت الموصلية   

𝑘الحرارية يعتمد على نوع العازل،   حيث
 .درجة حرارة الجسم بالنسبة للزمن𝑇 (𝑡) ، درجة حرارة الوسط المحيط

 
[9] 𝑘 ( يوضح التوصيلية الحرارية لمواد مختلفة لقيم 3الجدول )               

  
𝒘

𝒎. 𝒄°⁄   𝑘 

 

 المواد     

205 

385 

347 

8.37 

406 

50.2 

0.147 

0.8 

0.04 

0.04 

0.8 

0.04 

0.14 

0.0239 

0.142 

0.142 

 

 ألمونيوم

 النحاس

 الرصاص

 الزئبق

 الفضة

 الفولاذ

 الطوب

 الاسمنت

 الفلين

 الحديد

 الزجاج

 الصوف الصخري

 الخشب

 الهواء

 الهليوم

 الهيدروجين

 

فالصيغة الرياضية لقانون نيوتن التجريبي لتبريد جسم هي معادلة تفاضلية خطية       
من الرتبة الأولي يتم حلها بطريقة فصل المتغيرات، فإذا كان لدينا جسم ساخن ونريد زيادة 

يبرد  سمالجدرجة حرارته، فمن الطبيعي أن يكتسب طاقة حرارية من المحيط، لنفرض أن 
ه ويفقد الحرارة، ويمكن تطبيق قانون نيوتن للتبريد لمعادلة ثم ينخفض درجة حرارت

ويمكن اشتقاق المعادلة [. 8، 10] الاضمحلال الآسي )درجة حرارة الجسم مع الزمن(
 : الآتية
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𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑇(𝑡) − 𝑇𝐴)         

𝑑𝑇

(𝑇− 𝑇𝐴)
= 𝑘 𝑑𝑡   

𝑙𝑛|𝑇 −  𝑇𝐴| = 𝑘𝑡 +  𝑐1  
|𝑇 − 𝑇𝐴| =     𝑒𝑘𝑡+𝑐1  

𝑇 (𝑡)   = 𝑇𝐴 + 𝐶2 𝑒𝑘𝑡                                    (14) 
 

, 𝑐1( تمثل قانون نيوتن للتبريد، حيث 11والمعادلة ) 𝑐2  .ثوابت 
 عندما

lim 𝑡  →  ∞          , 𝑘 < 0 
 فان

       𝑒𝑘𝑡 = 0              
وهذا يدل علي أن درجة حرارة الجسم تقترب من درجة حرارة المحيط مع مرور الزمن    

 نحصل علي الاتي: )11)المعادلة  ويمكن تطبيق الشروط على
 

𝑇(0) =  𝑇0 =  𝑇𝐴 +  𝑐2𝑒𝑘𝑡        
𝑇(0) =  𝑇0 ,      𝑐2 = (𝑇0 − 𝑇𝐴)  

𝑇(𝑡) =  𝑇𝐴 +  (𝑇0 + 𝑇𝐴)𝑒𝑘𝑡                                                (15) 
  
والمنحني التالي أدناه، يوضح العلاقة بين درجة حرارة الجسم مع الزمن كمنحني تبريد  

𝑑𝑇(، حيث  1)كما موضح بالشكل 

𝐷𝑡
يوضح ميل المماس للمنحنى في أي زمن ويعطي  

 .11]، [9 معدل انخفاض درجة الحرارة
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 الزمن ( يوضح منحني التبريد لدرجة الحرارة مع1الشكل )

 :1مثال 
𝑇0لنفرض سائل حرارته         = 120𝐶°   ودرجة حرارة الغرفة   TA = 60 𝐶° ، 

 عند زمن قدره  
𝑡 =    𝑘 = - 0.5 الأتية:  ويمكن وصف القيم بالمعادلة.  0

d𝑇

𝑑𝑡
= −0.5 (𝑇  −   60)   

𝑇0 = 90 c°  
𝑇 (𝑡) =  𝑇𝐴 + ( 𝑇0 −   𝑇𝐴  )  𝑒−0.5𝑡   

   ، 𝑡= 0   𝑇𝐴  درجة حرارة المحيط، 𝑇0  درجة حرارة السائل في زمن قدره 
للعازل يعتمد على نوع المادة  الحرارية  حيث 𝑇 (𝑡)درجة الحرارة مع الزمن،
  𝑘 ثابت الموصلية  وقيمته بالسالب.                                              

 :2مثال 
ثم أخرجت  °𝐹 300إذا وضعنا قطعه من اللحم في فرن وتم قياس درجه حرارتها       

فكم من الوقت ليستغرق   °𝐹 200ثلاثة دقائق وكانت درجة حرارتها  هده القطعة بعد
 °𝐹 70.اللحم للتبريد إلي درجة حرارة الغرفة 
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 عندما
𝑡 = 0 ,      𝑇𝐴  = 70 𝐹° ,T =  300𝐹°   

𝑇 (𝑡) = 𝑇𝐴 + ( 𝑇0 −   𝑇𝐴)  𝑒𝑘𝑡   
  . 𝑐2 = 230 أي قيمة الثابت عندما نطبق الشروط هي    

 وعندما
𝑡 = 3,    𝑇𝐴 = 200 𝐹°     

 فان 
𝑇 (3) = 200 + 230  𝑒3𝑘 ⟹ 𝑒3𝑘 =

130

230
   

𝑘 = (1/3) 𝑙𝑛(
13

23
) = −0.19018, 3 𝑘 = 𝑙𝑛(13/23)     

 lim  وهذه المعادلة تمثل الحل عندما
t→∞

 𝑇(𝑡)  =  70𝐹°. 

 
  ةمالانهاي إلى( يبين القيم لدرجة الحرارة مع الزمن عندما الزمن يؤول 2الشكل )

 :3مثال 
أما إذا وضع جسم درجة حرارته مجهولة في ثلاجة درجة حرارتها ثابتة وتساوي       

 20  𝑐°- 10بعد نصف ساعة أصبحت درجة حرارة الجسم  𝑐°   وبعد نصف ساعة
فما هي درجة الحرارة الابتدائية للجسم  -  °𝑐  10أصبحت درجة الحرارة للجسم 
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𝑇والزمن اللازم لكي تكون درجة حرارة الجسم =  −190 𝑐°    وبتطبيق معادله رقم
 [:                                                               1، 11[( نحصل على الأتي 11)

𝑑𝑇

𝑑𝑡
+  𝑘𝑇 = 𝑘 𝑇𝑠  
𝑇𝑠 =  𝑇𝐴         

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘𝑇 =  −20 𝑘     
 :وان المعادلة الخطية يمكن تطبيقها على النحو التالي

𝑘(𝑡) = −20𝑘,         𝑃(𝑡) = 𝑘   

 فان عامل التكامل
(𝐼. 𝐹) =   e𝑘𝑑𝑡 = e∫ 𝑘𝑑𝑡  

 فيكون الحل العام للمعادلة التفاضلية
(𝐼. 𝐹) 𝑇 = ∫(𝐼. 𝐹) 𝑄(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑐      
𝑒𝑘𝑡 𝑇 = ∫ 𝑒𝑘𝑡 (−20𝑘) 𝑑𝑡 + 𝑐  

𝑇 = −20 +  c e−𝑘𝑡   
𝑒𝑘𝑡 𝑇 =  −20 𝑒𝑘𝑡 +  𝑐   

 عندما
   𝑡 = 0  

 فان
𝑇0   = −20 + 𝑐 ,    𝑐 = 𝑇0 + 20                                                 (16)  

وعندما   
𝑡 = 30  

فان   
10𝑒30𝑘 =  −20𝑒30𝑘 +  𝑐 

𝑐 = 30  e30𝑘                                                                              (17)  
 وعندما 

 𝑡 = 60   
   فان 

−10 e60𝑘 = −20 e60𝑘 + 𝑐   
𝑐 = 10 𝑒60𝑘                                                               (18)  

 نحصل على الأتي: (18)( على 71)بقسمة المعادلة 
1 = 3 𝑒−30𝑘   ⟹  𝑒−30𝑘 =  1/3 
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30𝑘 = 𝑙𝑛 3 ⟹ 𝑘 = 0.0366  
𝑙𝑛 3 =30 𝑘       فنحصل على  (11في المعادلة ) نعوض بـ     

𝑇0   = −20 + c ,    c = 20 + 70 = 90  
 وبهذا تصبح العلاقة بين درجة حرارة الجسم والزمن

𝑇 = 90 𝑒−0.0366𝑡 −  20  
 ( -𝑐°11 والزمن اللازم لكي تكون درجة حرارة الجسم )

   −19 = 90e−0.0366𝑡 − 20 ⟹ e−0.0366𝑡        = 1/90    
-0.0366 𝑡 = - 𝑙𝑛 90; 𝑡 = 123 min. 

 
 [1] ( يوضح القيم لدرجة الحرارة مع الزمن3الشكل )   

 الجسم الساقط -ب

و مقاومة الهواء   𝑔ساقطا من اعلي متأثرا بالجاذبية  𝑚إذا اعتبرنا جسما كثلته       
التي تتناسب طرديا مع سرعة الجسم، ولنفرض إن كل من الجاذبية الأرضية والكتلة ثابتان 

لي محصلة القوي المؤثرة ع"وباستعمال قانون نيوتن الثاني للحركة الذي ينص علي أن 
   [8].جسم تساوي المعدل الزمني لتغير كمية الحركة مضروبا بالكتلة الثابتة" 

  𝐹 = 𝑚 
𝑑𝑣

𝑑𝑡
                                                                       (19) 

  𝑚      ،𝑑𝑣 كتلة لجسم

𝑑𝑡
سرعة الجسم بالنسبة  𝐹محصلة القوى المؤثرة على الجسم،   

 للزمن.
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𝑚 𝑔   𝑤 فإذا كان لدينا قوتان تؤثران على الجسم الأول وزن الجسم        = 
قوة مقاومة الهواء والإشارة السالبة تدل على أن اتجاه القوة عكس اتجاه  - 𝑘𝑣 والثانية

 :[8,10]معامل احتكاك الهواء، وان محصلة القوى كالأتي  𝑘السرعة، حيث 
𝑘حيث     ≤ 0        

𝐹 = 𝑚𝑔 − 𝑘𝑣    
𝑑𝑣

𝑑𝑡
+  

𝑘

𝑚
 𝑣 = 𝑔                                                                (20)  

 m   111 من ارتفاع 𝑘𝑔 5( على جسم ساكن كثلته 20فعند تطبيق المعادلة )    
 عدم مقاومة الهواء وإذا كانت مقاومه بفرضالزمن اللازم لوصوله إلي الأرض،  لحساب

 .[12,10]( كتالي 20الهواء ثمن سرعة الكرة، فيمكن استخدام المعادلة )
𝑑𝑣

dt
= 9.8   𝑚

𝑠2⁄ ⟹ 𝑣 = 9.8 𝑡 + 𝑐   
 وبما أن الجسم ساكن فان 

𝑣 = 0,  𝑡 = 0,      𝑐 = 0,   
 لذالك فان معادلة الحركة تصبح  

𝑣 = 9.8 𝑡 
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 9.8 𝑡 

𝑑𝑠 = 9.8𝑡 𝑑𝑡 
𝑠 = 4.9 𝑡2 +  𝑐  

 ساكن عند   وان الجسم
𝑐 = 0,      𝑡 = 0,       𝑠 = 0 

  فان
𝑠 =  4.9 𝑡2 

  الأرض هو:لذا فان الزمن اللازم لوصول الجسم إلى  

𝑡 = √
𝑠

4.9
= √

100

4.9
= 4.5sec   

 ( نحصل علي:20وبتطبيق المعادلة )
𝑑𝑣

𝑑𝑡
+

1

8×5
 𝑣  = 9.8   

 ويمكن فصل متغيرات المعادلة التفاضلية 
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𝑑𝑣

9.8−0.025𝑣
= 𝑑𝑡   

 𝑡 =
−1

0.025
 𝑙𝑛|9.8 − 0.025𝑣| + c    

  𝑡 = −40 𝑙𝑛|9.8 − 0.025𝑣| + c   
 عند    𝑣 = 0تكون  𝑡 = 0    وعليه فان 

0 = −40 𝑙𝑛 9.8 +  𝑐    ,     𝑐 = 91.3  
𝑙𝑛|9.8 − 0.025 𝑣| = 0.025(91.3 − 𝑡)  

9.8 − 0.025𝑣 =  𝑒0.025(91.3−𝑡)  
𝑣 = 40 (9.8 − 𝑒0.025(91.3−𝑡))  
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 40 (9.8 −  𝑒0.025(91.3−𝑡))  

𝑑𝑠 = 40 (9.8 − 𝑒0.025(91.3−𝑡))𝑑𝑡  
𝑠 = 40(9.8𝑡 + 40𝑒0.025 (91.3−𝑡)) + 𝑐1  

 لذا     𝑠 = 0تكون  𝑡 = 0    عند 
0 = 40 (9.8 × 0 + 40𝑒0.025(91.3−0)) + 𝑐1 

𝑐1 =  −15681.844 
𝑠 = 40 (9.8𝑡 + 40𝑒0.025(91.3−𝑡)) −  15681.844 

 ولإيجاد الزمن اللازم لوصول الجسم إلى الأرض   
100 = 40 (9.8 − 𝑒0.025(91.3−𝑡)) − 15681.8   

394.546 = 9.8𝑡 + 40 𝑒0.025(91.3−𝑡) 
9.864 = 0.245𝑡 +  𝑒0.025(91.3−𝑡) 

 من المعادلة الأخيرة نعتبر    𝑡ولإيجاد قيمة 
e0.025(91.3−t) → 0  

𝑡 = 40.26 sec.    
 

 الاستنتاج:
من خلال هذا البحث تمكنا من إبراز أهمية المعادلات التفاضلية العادية الخطية       

تطبيقات خلال معالجة بعض ال نالمتجانسة وغير المتجانسة في حل المسائل الفيزيائية، فم
تمكنا من ربط العلوم الرياضية بالفيزيائية عن طريق نماذج رياضية، فالنموذج الرياضي 

 ، أي أنبالنسبة للزمن 𝑇(𝑡)  مد لهذا البحث يدرس العلاقة لدرجة الحرارةالمعت
𝑇(𝑡) =  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑇 − 𝑇𝐴)  
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 ،𝐹°121( عند زمن قدره صفر نلاحظ ارتفاع درجة حرارة الجسم 1ففي الشكل )      
، 𝐹°01 الحرارةدرجة  إليصل ت أن إليويستمر الانخفاض لدرجة الحرارة مع ارتفاع الزمن 

وهذا يدل علي وجود الدالة الآسية في التناقص بحيث تعطي شكل المنحني للتبريد، كما 
ي في أي زمن  ويعطي معدل انخفاض درجة الحرارة بالنسبة يوضح ميل المماس المنحن

( يوضح القيم الأولية لدرجة الحرارة مع الزمن 2أما بالنسبة لشكل ) لزمن،
 lim، عندما

t→∞

 𝑇(t) =  70 𝑐° ( نلاحظ اعلي قيمه لهذا المنحني 1أما بالنسبة لشكل )

، وكلما تناقصت درجة الحرارة يزداد الزمن، 𝑐° 01 درجة الحرارةعند زمن قدره صفر فان 
وعند زمن قدره ساعة تتناقص درجة الحرارة  𝑐°11وعند نصف ساعة فان درجة الحرارة 

دقيقه وتكون درجة  121وهكذا إلي أن تصل إلي زمن قدره   -𝑐° 11إلي أن تصل إلي 
جة قة عكسية بين  در فمن خلال دراستنا لهذه المنحنيات نلاحظ وجود علا  -𝑐°11الحرارة 

 الحرارة والدالة الأسية  لزمن.

 الخلاصة:
تحتوي هذه الورقة على بعض المفاهيم الأساسية للمعادلة التفاضلية من حيث الرتبة       

والتصنيف والدرجة ومفهوم الحل العام والخاص، وتطبيقها فيزيائيا كمعادلات حرارة وقوانين 
وط الشر ها من خلال نماذج رياضية، باستخدام حركة، ووضعها في منحنيات ومناقشت

 .الابتدائية في حل المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة وغير المتجانسة
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